Forme linéaire, forme bilinéaire et proportionnalité 


Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel. On appelle droite vectorielle de Æ tout sous-espace 
de E du type K a où a 0 dans E, forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K. Le K-espace 
vectoriel L(E,K) des formes linéaires sur Æ, noté E*, est appelé dual (algébrique) de ÆE. Enfin, une forme 
bilinéaire sur Æ est une application g de E x E dans K, linéaire par rapport à chacune de ses variables. On dit 
que g est non dégénérée par rapport à sa première variable si 


VTeE, (VyeE, g(x,y)=0)=x=0. 
L'application bilinéaire g est symétrique (respectivement antisymétrique) si elle vérifie : 


V(x,y) € E?, g(y,x) = g(x,y) (respectivement g(y,x) = —g(x, y). 


1 Hyperplan de E 


Propriété 1 
Si E E*, alors & est nulle ou surjective. 


Il suffit de remarquer que les seuls sous-espaces du but K sont {0} et K. Si ç@ est non nulle, on peut aussi 
construire un antécédent par & de tout scalaire À. On prend a € E tel que w(a) # 0, et on remarque que 


AC) A 

Propriété 2 

Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace de E. On a les équivalences suivantes : 
1. H admet pour supplémentaire une droite vectorielle. 
2. 26EE*, vZ£0, H=Kerv. 

Alors H est appelé hyperplan de E et on retiendra que H & Ka = E dès que a € E \ H. 


Soit H — Kerw, où 4 est une forme linéaire non nulle sur E. On choisit a € E tel que (a) Z 0 et, quitte 


à remplacer a par Te on peut supposer que (a) = 1. On vérifie facilement que H N Ka est trivial. Par 
ailleurs, H + Ka C'E et, si x € E, on peut ajuster un scalaire À tel que x — Aa € H. En effet, le scalaire 
À est choisi de sorte que : @{x — Aa) = 0, soit à bon droit À = (x). On à montré que : H @ Ka = E. Soit 
maintenant H un sous espace de E admettant un supplémentaire qui est une droïite D. Soit a € D, a Æ 0. Pour 
xeE=H6D-HEeKa, x sécrit de façon unique x = h+ a (h dans H, À dans K) et on pose w(x) = À. On 
vérifie que @ est une forme linéaire non nulle sur FE, de noyau H. 


Exercice 1 
Montrer que dans l’ensemble des sous-espaces stricts de E ordonné par l'inclusion, tout hyperplan est un 
élément maximal. 


Propriété 3 
Soit ÿ et d deux formes linéaires sur E. Si Ker(o) C Ker(w), alors il existe À € K tel que = 4. 


Si 4 est nulle, le scalaire À — 0 convient. Sinon, avec Ker(y) € Ker(w), ç ne peut être nulle et le noyau de 
4 est un hyperplan qui contient l’hyperplan Ker(ç), donc & et Ÿ ont même noyau H. On choisit a € E tel 
que (a) = 1, et on rappelle que H & Ka = E. Pour montrer que Ÿ est multiple de ©, il suffit d” ajuster un 
scalaire À tel que d(a) = Aya), soit À = (a). En effet, les formes 4 et Ày coincident sur H et Ka (qui sont 
supplémentaires), donc sur E tout entier. 


Exercice 2 On note E le R-espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [0;1]. Si u € E est telle que : 


1 1 
VfEE, | f=os | uf =0, 
0 0 
alors u est une fonction constante sur [0; 1]. 


1 
On envisage le cas où u n’est pas l’application nulle, et on considère les formes linéaires © : f | f et 
0 
1 1 
vif | uf sur E. Puisque @(1) = 1 et Y(u) — . u? > 0, les noyaux de @ et 4 sont des hyperplans de E. 


0 0 
Enfin, l'inclusion Ker 6 C Ker Ÿ assure en fait l'égalité des noyaux et la colinéarité de @ et 4%. Il existe donc un 
réel À tel que : 


1 
VFeE jh (À u)f = 0. 


1 
En particulier, ; (À — u}? = 0, et par continuité et positivité de (À — u)?, u = À. 
0 


2 Forme bilinéaire et proportionnalité 
Propriété 4 Soit f et g deux formes bilinéaires sur E telles que 
V(x,y) EE? g(x,y) =0= f(x,y) = 0. 
On suppose que g est non dégénérée par rapport à sa première variable. Alors il existe À € K tel que f = Xg. 


On écarte le cas inintéressant g = 0. Pour x € E, on envisage les formes linéaires u; = g(x,e) et v; = f(x,e) sur 
E, et on note U (respectivement V) le sous-espace de E* formé des u, (respectivement v,) quand x parcourt 
E. Soit h l'application linéaire de U dans V qui associe v, à u,. Pour x dans E, puisque Ker(u,) € Ker(vw,), 
si u, est une forme linéaire non nulle, il existe un scalaire À, tel que v, = A;us. Soit x9 un vecteur (non nul) 
de E tel que u, £ 0 et À un scalaire vérifiant v:, = Aux,. Pour x fixé dans Æ, puisque g est non dégénérée par 
rapport à sa première variable, (x,x0) est liée dans E si, et seulement si, (u,,u,) est liée dans E*. Si (x, x) 
est liée, on vérifie facilement que v; = Aus. Si (x,%o) est libre, voix, = Artroürtro = Artroüx + x+xo ro 
coincide avec Ur+x0 = Ur + Vrg = Arüx + AUx9, Ce qui donne Àz+x0 = Ar = À avec (Ux, Ux,) libre dans E*. D'où 
le résultat. 


Exercice 3 On propose une preuve de la propriété ci-dessus où l’on omet l'hypothèse « g non dégénérée par 
rapport à sa première variable». 
1. Que se passe-t-il si g = 0 ? 
2. On suppose désormais que g est non nulle. 
(a) Montrer qu'il existe (a,b) dans E° tel que g(a,b) = 1. 
(b) Si À existe, que vaut il ? 
3. On pose À = f(a,b). Montrer que f(e,b) = XAg(e,b). On pourra évaluer, pour x dans E, g(x — g(x,b)a, b). 


4. Soit Q l’ensemble des x dans E tels que g(x, b) Z£ 0. 
(a) Vérifier que ( est non vide. 
(b) Soit x € (. Montrer que f(x,e) = Xg(x,e). 
5. Soit x dans E hors de Q. 
(a) Vérifier que . + a et 5 — a sont dans (. 
(b) En déduire que f(x,e) = Xg(x,e). 
Si g = O0, alors f — 0 et À — 1 convient. Si g £ 0, alors il existe u,v dans E tels que g(u,v) 0. On pose 
a = = b = v et on a g(a,b) = 1. On cherche À € K tel que f — Àg. Si À convient, en particulier, 
f(a, D Re b) = À. On pose dans la suite À = f(a,b). Pour x dans E, 
g(x — g(x,bja,b) = g(x,b) — g(g(x, ba, b) = g(x,b) — g(x,b)g(a,b) = 0 


donc, pour tout x de E, f(x — g(x,b)a,b) = 0, c-à-d f(x,b) — g(x,b)f(a,b) = 0, ou encore f(e,b) = Ag(e,b). 


On pose Q = {x € E\ g(x,b) £ 0} et on remarque que a € ©. 
1. Si x € (, on envisage les formes linéaires & : y + g(x,y) et d : y — f(x,y) avec Ker(o) C Ker(). 


D ‘après la propriété 3, il existe B, tel que d = B,w. Un test en b donne f(x,b) = B,g(x,b), Bx = Dep 
g\t; 
: L JG) , ét 
Puisque par ailleurs, f(e,b) — Ag(e,b), on a À — Gao) À. En définitive, 
gt; 


f(x,e) = Ag(x,e) dès que æEe Q. 


1 1 1 1 
2. Six Q, (5x + a,b) = 39(%,b) + g(a,b) = g(a,b) = 1 donc 32 +a € (. De même, 5®—4 € (. On écrit 


alors 


1 1 1 
fe)= fete) + fr ae) = (GE + ae) + AGE 8e) = gas) 
Corollaire 1 Soit g une forme bilinéaire sur E qui vérifie 
V(x,y) € EE g(x,y) =0 = g(y,x) = 0. 
Alors g est une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique. 
En considérant g et f : (x,y) + g(y,x), il existe À € K tel que f — Àg. S'il existe x € E tel que g(x,x) £ 0, 
on écrit f(x,x) = Ag(x,x) avec f(x,x) = g(x,x) Æ 0, donc À = 1 et g est une forme bilinéaire symétrique. 


Si, pour tout + dans E, g(x,x) = 0, alors, quels que soient x et y dans E, g(x + y,x + y) = 0, ce qui donne 
g(x, y) + g(y, x) = 0 et g est une forme bilinéaire antisymétrique. 


